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Opgave 1. For ethvert a € R betragter vi tredjegradspolynomiet P : C —
C, som er givet ved forskriften

VzeC:P(z) =2+ (6+a)2”+ (5+ 6a)z + ba.

Desuden betragter vi differentialligningerne
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(1) Vis, at tallet z = —1 er rod i polynomiet P. Bestem derneest samtlige
rgdder i polynomiet P.

Lasning. Ved indsattelse ser man, at P(—1) = 0, og ved polynomiers
division opnar man dernaest, at

P(2) = (z+ 1)(2* + (a + 5)z + 5a),

og da
P2+ (a+5)z+b5a=0&2=-5V z=—a,

har vi hermed fundet samtlige rgdder i polynomiet P. Vi har saledes,
at hvis a # 1 og a # 5, er der de tre simple rgdder z = —1,z = =5
og z = —a. Hvis a = 1, er der rgdderne z = —1 (med multiplicitet
2) og z = —b. Hvis a = 5, er der rgdderne z = —1 og z = —5 (med
multiplicitet 2).



(2)

Bestem for ethvert a € R den fuldsteendige lgsning til differentiallignin-
gen (x), og bestem de a € R, hvor (x) er globalt asymptotisk stabil.
Lgsning. Vi finder fglgende resultater: Hvis a # 1 og a # 5, har vi, at

at
, hvor c¢q,c9,c3 € R,

T = cle_t + 026_5t + c3e”
hvis a = 1, far vi, at

5t
, hvor c¢q,c9,c3 € R,

T = cle_t + CQte_t + c3e
og hvis a = 5, far vi, at

T =cre "t + e + egte™™, hvor ¢, o, c5 € R.

Differentialligningen (x) er globalt asymptotisk stabil, dersom a > 0.
Bestem den fuldsteendige lgsning til differentialligningen ().

Lasning. 1 differentialligningen (#x) er a = 2. Vi gaetter pa en lgsning
af formen & = Ae?, og ved indsaettelse opnar vi, at A = 2. Lgsningen
bliver derfor

T =cre 4 e+ c5e 2 4+ 2e®!, hvor ¢, ¢, 03 € R.

Bestem den fuldstaendige lgsning til differentialligningen (x * x).

Lgsning. Ogsa i dette tilfaelde er a = 2. Vi geetter pa en lgsning af
formen & = At?> + Bt + C. Ved indseettelse far vi, at A =1,B = 2 og
C = 3, sa resultatet bliver

x=cret+ e 4 636_2t + 124+ 2t + 3, hvor ¢, c9,c3 € R.

For ethvert @ € R betragter vi den homogene, linesere differentiallig-
ning
3z ,d’x

dx
(% * k) ﬁ+&ﬁ+2%+@l‘=0,

Opstil Routh-Hurwitz matricen As(«) for differentialligningen (x % sx),
og bestem de a € R, hvor (x * #x) er globalt asymptotisk stabil.



Lgsning. Vi ser, at Routh-Hurwitz matricen er
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De ledende hovedunderdeterminanter er D; = a? Dy = 20?2 — o =
a(2a — 1) og D3 = o?(2a — 1). Hvis de alle tre skal vaere positive, ma
vi kraeve, at
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Opgave 2. Vi betragter vektorfunktionen f : R?> — R2, som er givet ved
forskriften

V (21, 29) € R?: f(21,20) = (23 — 19, —21 + 23).
(1) Bestem fixpunkterne for vektorfunktionen f. Altsa de punkter (z1,x3) €
R?, hvorom det geelder, at f(z1,xs) = (71, T2).
Lgsning. Vi finder, at
[z, m0) = (21, 13) & 22—y =2 A~ + 25 = 19 &
Ty =252y A (25—22)2 —2y = T5—T9 & 1) = T53—Ty ATy —275 = 0 &

T =252y A (22 =0V 29 =2) & (21, 22) = (0,0) V (21, 22) = (2,2).

(2) Bestem Jacobimatricen D f (x4, x2) for vektorfunktionen f i et vilkarligt
punkt (z1,22) € R, og bestem, i hvilke punkter denne matrix er reg-
uleer.

Lgsning. Vi ser, at
201 —1
D f(x1,12) = ( _11 279 ) .

Vi ser nu, at det D f(xq,29) = 4x129 — 1, s& D f(xy1, z5) er reguleer, nar
og kun nar

1
(1’2#%/\37713&0) \/LU1:O



(3) Angiv differentialet df (1, 1) for vektorfunktionen f ud fra punktet (1, 1).

Lgsning. Vi finder, at
_ -Cljl_1 . 2 -1 33'1—1 o
df(lal)_Df(Ll)(l.Q_l)_<_1 2)<$2_1>_
2%1—1’2—1
—J}1+2$2—1 ’

(4) Lgs ligningen

( z; ) = f(1,1) + df(1,1)

med hensyn til < 1 )

X2

Lasning. Idet f(1,1) =0, far vi, at
o SRR IRV (L o (R B
Y2 Y2 —x1+ 229 — 1
T\ i+ sy + 1
To st iye+1 )
Betragt meengden M =

{(z1,22) € 10,1)% | (v =0, hvis 21 ¢ Q) V (x5 € [0,1], hvis z; € Q)}.
(5) Vis, at meengden f(M) er kompakt.

Lgsning. Idet M C [0,1)%, og idet M ligger taet i [0,1]?, ser vi, at
M = [0,1]2. Dermed har vi godtgjort, at M er kompakt. Da vektor-
funktionen f er kontinuert, er maengden f(M) naturligvis kompakt.

(6) Vis, at meengden f(M) er kompakt.

Lgsning. Da M C M, er det klart, at f(M) C f(M), og heraf finder

vi, at meengden f(M) er bade afsluttet og begraenset. Altsa er f(M)
kompalkt.




Opgave 3. Vi betragter den funktion f : C — C, som er givet ved
forskriften
VzeC: f(z)=2"—z

(1) Bestem funktionsveerdierne f(i), f(—i) og

Lgsning. Vi udregner, at f(i) = —1 —1i, f(—i) = —1+41i og

Fl)  —1—i  (=1—i)(=1—1)

Fo) T Sivi o (Claa(c1—q) -

(2) Lgs ligningen f(z) = z.
Lgsning. Vi ser, at

f)=z2e222-22=022=0V 2=2.

(3) Los ligningen f(z) =iz — 2°.

Lgsning. Vi ser, at
1 1
f(2)=iz—2 2422 -(1+i)2=02=0V 2= —§i§\/5+4i.

Idet w? = 5+ 44, er

oo ()

1 VAT +5 . [\/41 -5 1 VAT +5 . [V/41 =5
z:—§+ 3 —+1 3 V 3 —1 3 .

Z2=—=—

Vi betragter torussen
T={zeC||z| =1}

og den funktion g : T — C, som er defineret ved udtrykket
VieT:g(t)= f(t).



(4)

Vis, at billedmaengden ¢g(T) er kompakt.

Lgsning. Da torussen T er kompakt, og da g er en kontinuert funktion,
er billedmaengden ¢(T) kompakt.

Lad (t;) veere en vilkarlig folge af punkter fra torussen T. Vis, at denne
fglge har en konvergent delfglge (¢,,) med graeensepunkt ¢, € T.

Vis desuden, at billedfglgen (g(t;)) har en konvergent delfglge (g(ts,))
med et graensepunkt t*, og begrund, at [t*] < 2.

Lgsning. Da torussen T er kompakt, har folgen (¢;) en konvergent
delfglge (tx,) med greensepunkt ¢y € T. Da funktionen g er kontinuet,
ser vi, at folgen (g(t,)) er konvergent med greensepunkt ¢* = g(to).

Vi ser tillige, at

[t = 1g(to)] < Itol” + [to| = 2.

Angiv en folge (tx) pa T, sa t* = 2.

Lgsning. For enhver konvergent folge (¢) pa T, som har greensepunk-
tet to = —1, geelder det, at t* = 2.

Opgave 4. Vi betragter integralet

I(x) = /1 (:it2 + l3172 + 4a:et) dt
0 2 ’

hvor 2(0) = 4 og z(1) = be.

Idet vi skal optimere dette integral, er der tale om et variationsproblem
med integranden

(1)

1
F(t,x, i) =i* + §x2 + 4dxe’.
Vis, at dette variationsproblem er et minimumsproblem.

Lgsning. Vi ser, at

OF oF
%21'4‘46{/ og %:21’



Da er Hessematricen mht. (x, ) givet ved

10
"o
- ( o ) |
Vi ser, at F” er positiv definit, sa der er tale om et minimumsproblem.

Lgs dette variationsproblem.

Lgsning. Vi opstiller Euler-Lagranges differentialligning

oF d (OF
Oor dit

1
—|=0er+4e -2 =01 — —x = 2.
01t 2

Den tilhgrende homogene differentialligning har det karakteristiske poly-
nomium P(\) = A2 — 1 si de karakterisiske rgdder er A = j:\/I.

2 2
En speciel 1gsning til den inhomogene differentialligning er funktionen

2(t) = ke, og ved indseettelse finder vi, at & = 4. Altsa har vi, at
T = Ae\/gt + Be’\/gt +4e', hvor A, B € R.

Idet x(0) =4, far vi, at B=—A, sa
r=A (e\/gt — Be\/gt> +4e', hvor A, € R.

Idet z(1) = 5e, finder vi, at A = —=—%—~. Heraf finder vi, at
v v

* € \/It —\/Tt) t
¥ = —————(eV2'— Be V3| 4 4e.
e\/g—e_\/g(



